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個 点 と 連 続

―一古代ギリシアにおける「無限概念」に対する

近代数学からの観照

鹿 間 春一郎

は じ め に

古代ギリシアの文化や文明は,現在の西洋ひいては全世界の文明の源流を

なすものであり,従って近世あるいは近代の西欧文化のいろいろな精華は,

おおよそその原始的な模型を古代ギリシアに求めることができると言えよ

う。数学の場合も同様であり,近代において飛躍的な発展を遂げた数学の諸

部門も,多 くはその根底や萌芽を古代ギリシアのそれに見出すことができる。

現代の非ユークリッド幾何学や幾何学基礎論は明らかにユークリッドを起点

とするものであり,近来隆盛をきわめた微積分学の諸分野も,ア ルキメデス

やアポロニウスの研究の中にそのきざしがあったと見てよいであろう。その

他の細部にわたってもそのような例は多く,思想の底流は不変であるという

感を多くの人がもつであろう。しかしその反面,古代ギリシアはいまから二

千数百年も昔のことであり,そ の数学思潮や自然学の中に,若干の矛盾や誤

解が含まれていて,そ れが近代の数学や自然科学の照射を受けて,明 らかに

されることがあっても,そ れは当然のこととしなければならないのではない

かと思われる。

古代ギリシアの数学や自然学の内蔵 している誤診と矛盾は,ひ としく「無
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限」に関連 しているもののようである。古代ギリシアの多くの天才や碩学た

ちも,古代という絶対的な条件のもとには「無限概念」のハー ドルはついに

跳び超えることができなかったようである。言うまでもなく,対立する個点

と連続の両概念は,ま た融合させねばならないものでもあり,そ のことは人

類に課せられた永遠の問題であって,若干の解明をなし得たと思っている現

代人といえども,無限とかかわるこれらの概念にはいまだに蹟きつづけてい

るのだと考えねばならないであろう。

ピタゴラスー派は,自 から確立 した数論の基盤が自然数にあり,な おその

比をとって生 じる数を考えても有理数の枠を出ないものであるゆえに,別 に

自からの発見 したピタゴラスの定理の,当然の帰結として生 じる無理数との

間に抵触が起った。そして彼等はこの自己撞着を解決できないで,長い間苦

しんだようである。そしてまた一方,諸学の父とも万学の祖とも称されるア

リス トテレスも,幅広く底深い緻密な彼の学問の中に,伏流のように流れる

連続の思想の拡張から生 じる若干の誤りの故に,後世への大きな功績の中で,

時にマイナスの影響を残す結果となった。

ピタゴラスは一生数学に徹 した人であり,一方アリス トテレスは彼の師プ

ラ トンとは異なり,そ の62年の生涯において数学を研究 したこともなく,数

学に対 して具体的な貢献もない人である。数学にかかわる経歴において全く

対称的なこの両者は,ま たその思想の底にあるモナ ド (Monad,単 子)と

連続という点でも,ま た対照的であると考えられる。この両者の対比は非常

に興味深いものであり,こ れらをいま,近代を通過 して来た数学の歴史の立

場から論 じてみたいと思う。

古代ギリシアの数学における無限概念

数学にかかわる者は,いずれ無限に遭遇 しこれと対決 しなければならない

運命にある。論理性と厳密性においては,完成の域に達 していると思える古

代ギリシアの数学も,無限との対決においては三舎を避けた感が深い。これ
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はどの数学者も手に余るものであったようで,こ の概念に挑み,苦 しみ,回

避 し,ま た除外 した。次にその二三の例をあげてみよう。

(a)ツ ェノン (Zenon B.C.490-429)の 逆理

有名な逆理「アキレスは亀に追いつけない」という命題の説明に,ツ ェノ

ンは次のように弁 じた。アキレスが亀に追いつくためには,現に亀のいる位

置まで走 らねばならず,そ れを走り終ったときには,同時間に亀は小量では

あるがさらに,前の位置に進んでいる。アキレスが第 2の亀の位置に達 した

ときには,亀 はさらに小量の距離を前へ進んで第 3の位置に達 している。こ

の様を無限にくり返えすのみで,つ いにアキレ、スは亀に追いつくことができ

ないとツェノンは言うのである。小量 (無限小も含む)線分の無限大個数の

和は有限であり得ない,と論 じた所に間違いが生 じた。このように無限を介

在させてひねった分析を行なうことなく,す なおに旅人算で考えれば実情は

簡単にわかることではあるが,い ましばらく彼の分析的推輸に従って計算 し

てみることにしよう。

いまアキレスと亀とのもとの距離をα,亀の速さがアキレスの速さの r(o

<r<1)倍 とすると,ア キレスが亀の前位置までの距離 (α )を 走る間に
,

亀が走る距離はαrで ある。次にアキレスがこの αrを 走る間に,亀の走る距

離はα′である。これを無限にくりかえすとして,ア キレスは

α+″ 十み …… =̈青 侑田
また亀は

αr+α〆+αノ十…………=1_r(有 限 )

だけ走って実際は追いつくことになる。そして, 1二 ,-1_r=α  はア

キレスが亀に追いつくために亀より余分に走るべき距離である。

ツェノンの他の逆理に,「飛んでいる矢は的に達 しない」というのがあるが ,

これも無限概念のひねり方は前者と同工異曲のものである。このように,明

確にされていない無限の概念を推論の間に介在させ,一方的な論理を主張す

ることによって世人を総晦に導いたのである。無限の概念こそは,古代ギリ
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シア数学のアキレス腱であった。

(b)ア ルキメデス (Archimedes Bo C 287-212)の 公理

アルキメデス自身の表現とは異なるが,現在もゝうに分かり易く言えば,「 ひ

とつの数 αと他の大きな数Aがあり,α を 2倍 , 3倍 ,……… η倍 して,η を

だんだん大きくして行けば,Aが どれほど大きくても,ηαがAを 越えてさ

らに大きくなるようにすることができる」 (ア ルキメデスの公理)と いうの

である。一見理解 しやすい道理であり,現在もこの考えを無限大の定義に用

いているくらいであるから,当時の人たちの納得が得られ,そ の故に公理と

称 したのであるが, αが無限小となったとき,こ のような ηが存在 し得ない

場合もあり得ることを,現在人は指適するであろう。この場合,結果的には

無限の概念 (α が限りなく0に 近ずくケース)を 回避 し除外 したことになっ

ている。

(C)ユ ークリッド幾何学における公理

本来厳密な無矛盾性を要求されるはずの「公理系」の基礎においてさえ
,

無限の概念が入ってくると,意外に脆弱な部分を含んでいることに気づくで

あろう。ユークリッド幾何学の中にその例を求めてみよう。

公理 4,互いに相重なるものは相等 しい。

公理 5,全体は部分より大きい。

という2つ の公理があるが,こ こに無限を

持ち込んでみよう。いま直線 PXがあり,

これと交わる平行な 2直線 AMと BNが

あるとする。平面の部分 AMXは 平面の部

分 BNXと 重ね合わすことができるから,AMX=BNX (公 理 4)で

ある。AMXは BNXと 平面の部分 AMNBと からできているから,BNXは

AMXの 部分である。すなわちAMX>BNX (公 理 5)で ある。この

2つ のことははっきりと矛盾する。学問の典型といわれたユークリッド幾何



鹿 間 春 一 郎 I19

学も,無限に対 してはこのように無力な部分もあるわけである。

(註 )集合論において,自 然数の集合の濃度は 0`(可付番無限)で あり,そ
の真部分集合である奇数,偶数, 7の倍数,素数等の集合の濃度も封0,ま た

逆に自然数の集合をその真部分集合として含む有理数の集合の濃度もまた絆0

であることを思えば,「全体は部分より大きい」などということは,無限の世

界では全く通用しないことである。

ギリシア数学の厳密性と無限概念

ピタゴラスからアポロニウスに至る三百数十年間は,ギ リシア数学の黄金

期と言えるが,こ の時期における数学の厳密さは,長い数学の歴史の中でも

前後にその類を見ない著 しいものであった。アーメスのパピルスがそのいい

例であるように,ギ リシア数学の黄金期に先行する古代のエジプ トやバビロ

ニアで行なわれていた数学は,論理の結合が不十分であり,従って証明もな

く,ギ リシア人から見れば殆んど数学とも言いがたい程の,実用性のみを重

視 したものであった。またこの時期の後に続 く,ギ リシア数学の衰退期とい

われるアレキサンドリア後期においては,ギ リシア的な厳密性がようやく褪

色 し,再び応用と実用とが重んじられる風潮が生ずるに至った。さらに後世 ,

ニュー トン (Newton,I,1642-1727)と ライプニッツ (Leibniz,G,W,

1646-1716)と によって微積分学が倉J始 され,こ れをもとにして数多くの研

究がなされた百数十年間は,世間の眼には数学的多収穫の時代と見 られたけ

れども,その収穫が忙 しいために,基礎的な部分がややゆるがせにされ,極

限の概念等も雑駁なものであり,ギ リシア的な厳密さを取りもどす余裕がな

いままに過 したと評される。そして18世紀の終 り頃から19世紀前半にかけて,

再び深く数学の基礎を反省し,厳密さを取 りもどしたとき,俄然近代数学の

黄金時代を現出することができたのである。

そうした観点からすると,数学の厳密性を堅持 し得たアテネ時代とそれに

続 く前期アレキサンドリア時代とは,数学の全歴史の中でむしろ特殊な短い

時期であったと言えよう。そしてその理由が古代ギリシア人の特性によるも

のであるとか,イ オニア学派の伝統によるものであるとかいう従来の説に
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代って,卓見をもった少数の人たちがこの風潮をリー ドしたからであるとい

う説 (中村幸四郎,数学史)が近来有力である。

数学の中へ整然たる論理性と粛然たる厳密性を持ち込んだ第一の先覚者

は,数学を専門とはしないが,多大の関心を示 したプラ トン (Platon,Bo C.

429-347)で あった。彼は遍歴時代にビタゴラス学派の人たちと密に接触 し,

かなりの数学を学びとり,帰国後はアカデミアの学園において数学を重視 し,

その数学への傾斜は彼の弟子アリス トテレスの好む所ではなかったと伝えら

れるほどである。彼は哲学思考の方法を思惟するに当って,数学の方法にも

論及 し,公理 。公準・無定義述語から出発 し,さ らに新たな定義を加えなが

ら証明を重ねることにより,推論を重積 して学体系を形成するという方法論

を展開し,数学の外側から大いに数学に貢献するところがあった。

徹頭徹尾このプラ トンの方法を用い,その時代までに蓄積された数学の内

容を材料として壮大な体系を打ち立て,「原論」 (τα lσ τοικεια,ス トイケイ

ア)を 後世に残 したのはユークリッド (Euclid,B.C.300年頃)で あった。

数学における厳密さの衰退を,数学そのものの衰退として誹謗するのは必

ずしも適当でないかも知れない。後期アレキサンドリア時代を代表すると目

される,ヘ ロン (Heron,B.C.100年 頃)の測量術その他の実用数学が,ロ ー

マの大土木工事に役立ったことは事実であり,後世への別の大きな功績と言

えよう。またニュー トン以降ガウスに到る時期も,十分に多産であり,活発

であり,有意義な時代であったと言える。ただ数学が厳密さを軽視 し,実用

にはじった風潮の中では,基本的な発見がなされることが少なかったという

過去の事実は,数学の学問としての性格と宿命を暗示するものであろう。

簡単な問題においては,厳密さを十分保持 しながら,無限概念に近接 して

具体的解決に成功 した例も少 しは見られる。アルキメデス (Arckimedes,B。

C.287-212)が「搾出法」によって放物線の弓形の面積を求めたのがそれ

である。
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(註 )放物線の弦 を ABと し,

ABの 中点 Kか ら放物線の軸に平

行線を引き,ABと の交点をPと

する。△ APBは直線図形でその

面積は求めることができ,こ れを T

Slと する。AP,BPの 中点をM,

Nと し,M,Nを 通 り軸に平行な

直線が,AP,BPと交わる点をQ,

Rと する。△AQP十 △BRP=÷ Slと なる。さらにこの手続きをすすめて
,

放物線の内側から搾出して行くことにより,弓形 APBの面積 Sは ,

緻

アルキメデスはさらにA,Bに おける放物線の接線の交点をTと し,ま たP

における接線が AT,BTと 交わる点をE,Fと し,さ らに外側から搾出をつ

づけて

△ATB― △ETF― ………の極限が Sと なり,そ の計算の結果が前と全 く

同 じ値
÷

3と なることを確認 して作業を完了している。このように,内側か

らの搾出によって得た値は当然放物線の弓形の面積であると推測されるにもか

かわらず,さ らに外側からの搾出によって同一の値となることを確認するなど

は,全 くギリシア的な厳密さであると言い得よう。
′

これは比較的に簡単な問題であり,無限の概念 を用いて成功 した数少い例

の一つであるが,こ のような厳密 さを保 ちなが ら,無限の概念 を含む諸問題

を幅広 く解明することは,周辺の数学の レベルが向上 してはじめてなし得 る

所であった。定木 とコンパスのみを有限回用いるという作図の厳然たる制限

が,自 由な製図の進展 を期待 させなかったように,結果としてギ リシア的な

厳密 さは,古代の段階では無限概念の解明に関する限 りあまり力とならな

かっただけでなく,場合によってはかえって重荷 となり,足枷になったと考

えられる。
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2.ピ タゴラスの矛盾

ピタゴラス (PythagOras,Bo C.582-493)お よびその一派の人 たちは
,

彼等独特の数論を展開 して整数論を創始 し,後世の数学に多大の貢献をした。

まず「奇数」「偶数」「素数」 を定義 し,そ れか ら「互に素なる数」 を論 じ,

さらにすすんで「過剰数」「完全数」「不足数」「親和数」に論及 し,さ らに「三

角数」「四角数」 に到っている。

(註 )(1)自 分自身をのぞくすべての約数の和がもとの数より小さい数を不足

数 (例, 8, 1+2+4=7<8),等 しい数を完全数 (例 , 6,28, 1+2
+3=6, 1+2+4+7+14=28),大 きい数を過剰数 (例,12, 1+2+
3+4+6=16>12)と いう。また互に相手の数の約数の和となっている 2数

を親和数 (例 ,220と 284,220=1+2+4+71+142,284=1+2+4+5
+10+11+20+22+44+55+110)と いう。

(2)1, 3, 6, 10, 15, ………のように,そ の個数の点を正三角形に配列 し

嘱Tlず 驚 i」 :£
日に 角数t= とな祝 また L仁 %

なの個数の点を正方形に配列 し得る数を四角数といい
,

η番目の四角数Sη =η2と なる。

ピタゴラスのビタゴラス学派内における立場は, ほとんど教祖といっても

いいほどであり,学派の中の人たちのすべての発見は彼に帰せ られたので ,

それ らの論議がどこまで彼 自身の研究によるものなのか,は なはだ疑わ しい

と言われる。 しか し彼等の数論 を通観するとき,そ の数に対する関わ り方が

大へん個性的であり,著 しい特徴 をもっていることに気付 くであろう。これ

はやはりばらばらの研究ではなく,少 くとも統一 した (た とえばピタゴラス

自身の)意志の存在 を感 じさせる。「万物の根源は数である」などとも言い
,

その数 に対するこだわ り方 はほとんどマニアに近いと言ってもいい程であ

る。

その論ずる所の数の範囲は自然数に局限され,点 を表わすモナ ド(mOnad,

単子 ,個点 )を 考え,そ れを数と対比 させ,数の配列に関するさまざまな規

則性 と,さ らに美 をも追求 している。これは彼 ら一派の人たちが,直線や円
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の線としての「連続性」に着目することなく,「個点」の集りでできており,

線分を形成する点の個数は数多いとはいうものの,本来「数え切るべき」も

のであるという基本的な考えの上に立っていたことと無関係ではない。例え

ば数珠は珠が連なってできているように,線は個点が集り連なってできてい

ると考えたのである。直線は無限イ固数の,そ して円周や線分は有限整数個の

個点によって形成されていると考え,従って 2倍の長さの線分は 2倍の個数

の個点でできていると考えたのは,当然の推論によるものであった。

そうしたピタゴラス学派の数論における主張と,自 己撞着を起こすような

事態が生 じた。それは皮肉にも,彼等学派の最大の発見と見られる「ピタゴ

ラスの定理」の当然の帰結として惹起されたものであった。その定理による

と,「直角三角形において,直角をはさむ 2辺 をそれぞれ 1辺 とする正方形

の面積の和は,斜辺を 1辺とする正方形の面積にひとしい」というのである

から,直角をはさむ 2辺をα,ら,斜辺をθとすると,′ 十 ′=′ と表現で

きる。ここでα,ら,σは線分の長さを表わすものであるから,数え切ること

のできる個点によって形成されており,θ :α ,θ :ら などの値
÷,÷ は当然

自然数の比 (分数)で表わされるはずであると考えた。いま最も簡単な場合

を例にとり,α =b=1と すると, 12+12=♂ ,す なわち′=2,現 在の

表現でいえば,θ =y7-(古代ギリシアでは負の数は考えられなかったので,

ε=一 y7は論外とする)と なり,;=÷ =y7ということになる。この
直角三角形の斜辺も数え切るべき数の個点によって形成されているのである

か祝 θ=y7=か A.ま とЫ こ正の劉 の形で表現できるはずである。

この期待に誘導されて,ピ タゴラス学派の人たちは必死に追求したのであろ

うが,こ の77と いう値の分数表現はついにできなくて,む しろyり は整数

比で表現できない数ではないかとの考えが生 じ,そ の証明の方が成功 した。

(註 )y,が 整数比で表わされる数 (有理数)で ないことは次のようにして証

明される。

√=÷ し■まとЫこ正の整数■夕とィと画硼 と表わされるも
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のと仮定する夕=√ 2g,両辺を平方して夕=2グ,従 ってグは2の倍数であ

る。もしクが 2の倍数でないならば,ノ が 2の倍数になるはずがない。だから

クは2の倍数でなければならない。そこでρ=2夕′
(p′ は正の整数)と 書くこ

とができる。これを上の式に代入すると,(2夕
′
)2=2グ ,グ =2夕

′
となり,同

様の論議によリクも2の倍数でなければならない。すなわちク=2ク′
(g′ は

正の整数)と 書き表わすことができる。これは,pと クが2と ぃう公約数をも

つことであり,夕 とクとは互い素であるとした出発点の仮定と矛盾する。この

ことは「y7が整数比で表わされる」とした仮定が誤まっていたので,結論と

してy7は整数比で表わすことのできない数である。

この証明ができたために,整数と整数の比で表現することのできなぃこの

77な どの平方根数こそは,学派の基本的な考え方をくつがえす “不吉な"

数となった。そしてこれら整数比で表わすことのできない数 (無理数)の こ

とは,「口にすべからざる (α λογον)数」として外部への他言を禁 じた。

こうしてピタゴラス学派は,数論における自己撞着と,公明なるべき学問の

世界で,他言を禁ずるなどという矛盾を内蔵することになった。

しかし今にして思えば,彼等一派にとってとるべき正 しい態度は,不吉な

数の存在を外部への他言を禁ずるなどということではなく,自 からの数観を

反省 し,無理数を認知 してこれを有理数と同様に取り扱い,さ らに個点を含

む連続の思想を導入することであった。

そのためには無限についてのより高い見通 しが要求され,そ れは紀元前数

世紀のビタゴラス学派には無理なことであったと思われる。

3.ア リス トテ レスの誤謬

経験と観察とを重視 し,さ らに実験をも取 り入れ,現実に起こる諸現象を

立脚点として展開されたアリス トテレスの諸科学は,当時において多くの精

華を現出しただけでなく,さ らに後世彼の学問が起点となって大きく進展す

る素地を作った。彼の師プラ トンが「イデア (idea)」 の奥に物質世界の諸

現象を埋没させたのに対 して,彼の設立 した「形相」と「質料」の定式は
,
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物質世界を表に出し,そ の法則性の中で研究をすすめるのに好都合であった。

彼の学問上の功績を列挙 しそれを称讃することは,万人のなす所であり,ま

たそれが当然のことではあるが,し かしいまはしばらくそれを措き,広 く深

い彼の諸学の中の,と くに自然学の中では,後世の人が誤 りであると指摘す

ることがないではない。これらの中から次に 2つ の例を上げてみよう。

(a)自 然落下運動の速度

彼は多くの運動を観察した結果「力は速度に比例 し,ま た抵抗に比例する」

という結論に達 しこれを主張 した。この命題からの推論の当然の帰結として,

「自然落下の速度はその重さに比例する」という誤った結論に達 した。 (自

然学 4巻 8章 )

(註 )ア リストテレスの推論を補完し,現代ぶゝうに表現すると次のようになる

であろう。いま力をF,速度をυ,抵抗をRと して彼の主張を式で表現すれば,

Fは υとRに比例するから,F=た υR(た は比例定数)と いうことになる。

自然落下運動にこれを適用すると,力 は重さ (現代物理学では質量)zに比

TIiξ:LIF笙負軍
′
:li碧ぎ↓if〔:L:lli竃亀象∵l黒

竺襲
(定数)と おくことができ,υ =Kπ (落下速度は重さに比例する)と いうこ

とになる。  l

そうした理由で「重いものは軽いものよりも速く落つ」のである。例えば

鉄球と羽毛とを空中で同時に落せば,空気の抵抗が大きく作用 して鉄球は速

く,羽毛は遅 く落ち,ア リス トテレスの主張が近似的に正 しいかに見えた。

ガリレオ・ガリレイ (Galileo Galeley 1564-1642)が その誤 りを指摘 し訂

正するまで二千年近く,こ のまちがった説がヨーロッパを横行 したとは,実

に驚 くべきことであった。(実際にはその間に何人かの人が疑間を持ち,反

対を唱え訂正を主張 したことが記されているが,ア リス トテレスと中世の教

会の権威のもとでは,大きい声と力とにはならなかった)

ここに生 じた誤 りは,彼が「物質は空間的に連続である」という考えの上
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に立ったことに起因するものと思われる。「自然は真空を嫌う」というのは,

真空の中では運動に対する抵抗がなくなり,Rが 0と なれば υが限りなく

大きな値をとることになり,彼の理論による自然の秩序が保てなくなる故の

主張であった。すべての物質は粒子 (分子,単子)に よって形成されること

にすると,粒子と粒子との間には,ど うしても「小さい真空」の存在を認め

ざるを得なくなるので,そ れ等の前後を整合 して物質の空間的連続性の主張

ができたものと思われる。彼は元来観察を重視 したけれども,当時は時間を

精密に測定する機器がなく,自 然落下運動についても十分精密なデーターを

とることができず,落下距離および速度の時間に対する変化率という考えな

どは起 こらなかったのであろう。「変化率」という数学的思想が確立された

とき,伝統的な力学は新たに的確な形で再編成されたのであった。

れる。F=″ α=π子(π :質量,α

らに (空気の)抵抗を考慮に入れるならば,

程式で表わされる。

力は質量と加速度の積であるとさ

:メ

弩rliir驚」|、言展碁i

(b)錬 金術の根拠

「物質は空間的に連続である」という考えと並んで,「物質は性質的にも

連続である」という考えが彼にあったと推

測される。湿と乾,温と冷という基本的な

二方向に物性を整理 し,軽重,固 い柔い
,

粘 りがある脆い,き めがこまかい粗い,等

物質のもつあらゆる性質は,こ の基本的な

二方性の複合された表現であると論 じてい

る (生成消滅論第 2巻第 2章 )。 湿乾と温

冷の 2方向の性質を平面上の 2軸 にとり,

実在するすべての物質はこの座標上のどこかに位置すると見,それらの性質

は連続的に移行 し得るものであると考えた。従ってある性質をもったAと い
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う物質の近傍にはA′ という物質があり,そ の性質はAと きわめて類似する

もので,そ の差をどのようにでも小さくすることは可能であると考えられる。

この説を拡張 して推論すれば,無限に多くの種類の物質が存在 し,ど の物質

も湿乾・温冷の度によりそれぞれの座標に位置 しているということになる。

いまA,B,… …C,π 種の物質があり,他の物質 Pが性質の座標において

多角形AB・ …・・C内 におさまっているならば,

P=触 十 ZB+… 十ηCと
ぃぅ関係式が成立 し,逆にA,B,… …C,π 種

`の物質をた,π,……η,ク 等の値を適当に与え,混合その他の作用を加える

ことにより,Pと いう新物質を作成することも可能である。この考えは結果

として中世錬金術の根拠となり得るであろう。

(註 )(1)現代科学によれば,物質は空間的にも性質的にも不連続であると考

えられている。巨大な真空の中に物質粒子がその組成に従って配列し存在して

いるのが宇宙であるから,空間的に物質は不連続であり,ま た各物質 (元素お

よび化合物)の性質を決定する素粒子の数,従って原子量・分子量の値は離散

的に分布し,従って分布の濃度は連続体のそれ (絆 )で ないのみならず,数学

的凋密でさえない。物質性質の連続性をもとにして出発した錬金術が,多人数

のしかも何世紀にもわたる努力にもかかわらず,不成功に終ったのは当然の結

果であるといえよう。

(2)青銅は銅と錫と合金であるが,こ れは銅と錫の粒子が適当に混和したので

あって,銅や錫と対等の (特定の原子量をもつ)新物質ができたのではない。

化合についても原子や基の段階で結合したのであって,元素の特性をもつ原子

そのものが変質したのではない。

アリス トテレスの科学の内容にまま見られる誤診の原因の一つは,彼の綿

密さにもかかわらず,観察範囲が限定されまた観察手段が未発達であつたこ

とであろう。しかし,こ うした個々の誤りはさして根の深いものではなく,

簡単に訂正 し得べきものであった。さらに他の一つの原因は,彼が単に自然

科学者であっただけでなく幅広い思想家でもあったため,個 々の観察に終 ら

ずそれらを総合 して原理を打ち出すに当って,連続の思想を底流として持ち

ながらこれを行ったので,個々の観察の不備が拡大された形で原理の誤りに
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まで達 したものと思われる。ピタゴラスが個点に目を注いで連続をゆるがせ

にしたのと対称的に,ア リス トテレスは連続の概念にこだわりとらえられて
,

個点に眼がとどかなかったと言えるようである。そして後者の方は同 じ誤り

でも数の世界に限定されることなく,実生活と関連の深い物質界のものの見

方であり,さ らに原理的なものであっただけに,そ の影響する所が広 く大き

かったのである。

ところでアリス トテレスの場合,そ の誤 りでさえ後世の論議の出発点とな

り,よ り幅広い学問を誘発する起因となった。「アリス トテレスの真空の恐怖」

(平 田寛氏)か ら解放された近代の物理学は,ガ リレオ,ニ ュー トンに至っ

て堰を切ったように,彼の主張する「現実立脚」「経験観察重視」の方法で

奔出した。また錬金術の夢から覚めた近世の化学は,そ の本来の正 しい方向

(と いまは思われる)へ前進 し,大きな成果をおさめ得たのである。

4。 近代厳密主義数学 か らの反省

微積分学の発見以来,そ の周辺の研究に忙 しくそして多くの成果を得た一

時代を経て,近代数学がギリシア風の厳密さを再び取 りもどしたのは,19世

紀にはいる少 し前の頃からであった。そして線分を形成する要素としての点

の数 (計数)で あるとか,無限要素の集合の相密および連続性などの研究が

行なわれ,無限概念とのかかわりにおいて若干の進展を見たのは,19世紀も

後半においてであった。

デデキント (Dedekind,C1831-1916)は 1858年に発表 した「切断の理論」

により,い ろいろな種類の数の集合に切断 (Schnitt)と いう作用を加えるこ

とにより,無限の要素をもつ数の集合の中での各種の数の分布の様子を明ら

かにした。整数の離散的分布,有理数の凋密性,実数の連続性などを厳密に

掘 り下げて解明した。この観点から見ると,ピ タゴラスの離散的有限個数の

個点による線分形成の考えなどは,根拠のない幻想であったことが分かった。

(註 )(1)調密 :限 られたある区間に,限 りなく多くの要素が存在するとき,
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夙貫言司
写

瑠 翻 iffttlら 2亀 需 鯉″〔itit
とも 1つ の有理数が存在することになり,さ らに同様の推論によってαと解,

πと らの間にも有理数 夕,ク が存在 (α <ク <π <ク <b)することになる。

こうして 2つ の有理数 αと らとの間には無限個数が入いり込むことになり,有
理数の分布は調密であることがわかる。この性質を有理数の調密性という。

(2)切断 :あ る数の集合をA,B2つ のグループに分け,

(|)そ の集合の要素はAか Bのいずれかのグループに属させる。

(1)Aと Bの それぞれに属する要素をα,み とすると,いかなるα,ら に対 しても常

に α<ら が成立する。

(m)Aと Bと の境に sと いう数があって,sが もとの集合に属するならば,こ れ

をAか Bいずれかのグループに属さしめる。

このように数の集合をA,B2つ のグループに分断することを「切断」する

といい,切断 (A/B)で 上の状態を表わすこととする。

(a)整数の集合にこのような切断を加えた場合,A,B両 グループはともに「は

し」 をもつことになり,こ のはじとはじとの間 (両 グループの間)に は飛び

(leap)が ある。これから判断 して整数の集合は離散的であると言える。

(b)有理数の集合を切断 した場合,ま ず境となるsが有理数であるとき,sは
どちらかのグループに入れるのであるから,A9Bの いずれか一方は sと いう

端をもつことになり,他方にはそれがない。有理数 sに限りなく近い有理数は

確定できない (存在 しない)か らである。つぎに sが有理数でないとき,夕 <
s<`であって, sに 限りなく近い 2つ の有理数 夕とクとは確定 しない。どの

ように sに近いクとクとをとっても,さ らに sに近い有理数が存在するからで

ある。従ってAと Bの両グループは 1点 sを 欠いたとぎれ (gap)を 生ずる。故

に有理数の集合は,その間にはさまれる非有理数,すなわち無理数によって限

りなくとぎれを与えられるので,そ の分布は相密ではあるがとぎれとぎれ (不

連続 )で あることがわかる。

(C)実数の集合をsで切断したとき, sが属する方のグループには端があり,

他方にはそれがない。切断したものを再び結合すると「つぎ目」を見せること

なく接続する。この性質を実数の連続性という。

カ ン トール (Georg CantOr 1845-1918)に よって創 始 され た集 合 論
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(Mengenlehre)は 近代数学の基礎 を精密にならしめるのに大きな功績が

あったが,前項「ギリシアの数学における無限概念」ととくに関係の深いのは
,

計数 (cardinal number,濃 度ともいう)に 関する研究であった。これによ

ると,自 然数・整数・有理数等の計数は可付番無限 (可算無限,封 o)で あり,

実数・複素数等の計数は非可付番無限 (ド )で ある。

(註 )無限集合の元が自然数と一対一に対応させ得るとき,その計数は可付番

無限であるという。奇数・偶数・素数・有理数等の集合においては,そ の元が

自然数と一対一に対応させることができるので,そ れらの集合の濃度は可付番

無限である。また無限集合の元が自然数と一対一に対応させ得ない (対応させ

ようとしてもその元が残る。不足することはない。不足するときは無限集合で

ない)と き,その集合の計数は非可付番無限であるという。実数・無理数・複

素数・円や球の半径・平面上の点 0空間内の直線等の集合の濃度はすべて非可

付番無限である。

実数全体を一直線上に配列(数直線)す ると,ど の整数・有理教・無理数も,

この数直線上にそれぞれの一個点を占めることになる。閉区間〔0,1〕 を限っ

て長さ1の線分 (両端の点も含む)を とると,その中に含まれる個点の数は,

有理数に対応する点のみをとればR。,実数に対応する点もすべて含めると

総となる。また閉区間 〔0,y7〕 を限って長さy7の線分をとっても,そ

の個点の計数について事情は,全 く同じである。すなわち「線分を形成する

個点の数はその線分の長さに比例する」などということは全くないのである。

ここでビタゴラス学派の人たちが,「線分を形成する個点の数は数多くとも

かぞえ切るべきものであり,そ の線分の長さに比例するはずである」と考え

たことは,集合論と照合して明白に誤りである。いま仮 りに,彼等の考えた

数珠のような点集合線分において,そ の数珠玉が当時知られていた有理数に

対応する点であるという考えに立ったとしても,ど んな長さの線分もその中

に含む有理数の対応点の数はみな同 じく絆。(凋密不連続 )で あるから, 2

つの線分の長さの比を,そ れ等を形成する点の数の比で表現 しようとする試

みは成功 しなかったであろう。ピタゴラス学派の人たちは,彼等が展開した
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みごとな一連の整数論的思考を,実数の世界にまで不当に拡大適用 しようと

し,y7を 整数比で表現 しようとしてなし得なかったという,具体的な矛盾

として明白にあらわれたのである。そして「無理数」は早晩数学の世界に姿

を見せるべき運命にあり,「 ピタゴラスの矛盾」はその予告編とも言うべき

ものであった。(事実そう遠 くない後世に無理数の論議は現われた)

現在では,宇宙は巨大な真空の中に存在する物質粒子の集合と見られてい

るが,ア リス トテレスは真空の存在を排除し,物質を空間的に連続と見たた

めに,物理学 (と くに力学)に おいて誤りを生 じた。また百にも満たぬ化学

元素と,それらの組合せによって生ずる化合物とで形成される,離散的無限

大を越えることのなぃ物質の種類の数を,連続体の計数に見誤ったため,化

学において誤 りを生 じたのである。

あ  と が  き

ピタゴラスもアリス トテレスも,数学と哲学におけるそれぞれの巨人であ

るが,それでも無限の概念につまづき,矛盾と誤謬からまぬがれることがで

きなかった。古代が彼等の前に峻厳な障壁となったのである。しかしまた,

そうしたことが引き金となって,さ らに厳密な推論が求められ,よ り正確な

観察と実験が要請される結果となり,数学と自然科学との発展を誘発 したの

である。

これら「連続と個点」の問題は,近代の数学や自然科学が若干の光を当て

たかに見えるが,それでもなお霧の中にある感が深く,人類に課せられた永

遠の問題ではないかと思われる。将来これらのことがさらに明確に把握でき

るようになることを期待 している。




